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ВПЛИВ НАЯВНОСТІ ВІЛЬНОЇ ПОВЕРХНІ НА ХВИЛЬОВІ 
ПАКЕТИ, ЩО ПОШИРЮЮТЬСЯ У ДВОШАРОВІЙ РІДИНІ 
О. В. АВРАМЕНКО, В. В. НАРАДОВИЙ
Работа посвящена влиянию свободной поверхности на распространение 
волновьіх пакетов в двухслойной жидкости за счет наличия дополнительной парьі 
корней дисперсионного уравнения. В частности, исследуется форма волновьіх 
пакетов на поверхности контакта и на свободной поверхности.
Тке ^огк із гїеVО^ егї Іо Іке іпГІиепсе оГ Іке Ггее зигГасе оп Іке ргорадаІіоп оГ 
^аVе раскеІз іп І^о-іауег Йиігї. Ткіз еГГесІ із гїие Іо Іке ргезепсе ап ехІга раіг оГ гооІз оГ 
гїізрегзіоп е^иа і^оп. ^ е  ^езІідаІе Іке зкаре оГ Іке ^аVе раскеІз оп Іке сопІасІ зигГасе 
апгї оп Іке Ггее зигГасе.
Вступ. Великі труднощі математичного характеру, що зустрічаються 
при розв’язуванні задач точної хвильової теорії, приводять до необхідності 
розвитку різного роду наближених нелінійних теорій. В результаті інтенсивно 
розвивались асимптотичні підходи, і вони по суті домінують в проведенні 
кількісного і якісного аналізу явищ. Поява рівняння Шредінгера значно 
допомогла аналізу важливих фізичних параметрів хвильового пакету.
В роботах [4, 5] розглядаються такі фізичні параметри як стійкість та 
форма хвильових пакетів, з використання еволюційних рівнянь похідних у 
вигляді нелінійних рівнянь Шредінгера для таких систем «шар - шар», 
«півпростір з вільною поверхнею».
Дослідження задач поширення хвильових пакетів в різних 
гідродинамічних системах обов'язково включає в себе аналіз дисперсійного 
співвідношення. У раніше досліджуваних роботах для систем «півпростір - 
півпростір», «півпростір з вільною поверхнею», «шар - півпростір», «шар - 
шар» дисперсійне рівняння завжди мало одну пару коренів. Дана робота 
присвячена впливу наявності вільної поверхні на поширення хвильових 
пакетів в двошаровій рідині за рахунок появи додаткової пари коренів 
дисперсійного рівняння.
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П остановка задачі. У роботі розглядається поширення хвильових 
пакетів у гідродинамічній системі «шар з твердим дном -  шар з вільною 
поверхнею». Верхня і нижня рідини є ідеальними і нестисливими. 
Враховується сила поверхневого натягу на поверхні контакту та на вільній 
поверхні. Математична постановка задачі
V2 ф . = 0 в О .,м і ’
Л,, - Ф}-,* = - а Ф}-,хЛ,х на 2 = а л(X, і) ,
Л0 Д  - Ф2 ,г = а ф2 ,х Л0 ,х  на 2 = а Л0  (х,  і) , (1)
ф1 , і  - РФ2 , і  + (1 - Р)Л + 0.5а [(Vф1 ) Р (Vф 2  )
-Т  (1 + а 2Л2х) Лхх= 0 на 2 = аЛ(х, і),
Ф2,і +Л0 + 0.5а(V ф2 )2 -  Т0 (1 + а 2Л2,х ) 3^  Л0,хх = 0 на 2 = а Л0 (Х, І) ,
ф1,2 = 0 при 2 = -  к1,
де і  = 1,2, р = р2  / р1 - відношення густин верхнього і нижнього шарів, а  = а / ^
- коефіцієнт нелінійності, л(х, і) - відхилення поверхні контакту, Л0 (х, і) - 
відхилення вільної поверхні.
Для розв’язання задачі (1) використали метод багатомасштабних 
розвинень до третього порядку. Перші три лінійні наближення та еволюційні 
рівняння обвідних наведено, наприклад, в [2].
Відмітимо, що отримане дисперсійне рівняння має 2 пари коренів. 
Перша пара коренів -  частот хвильового пакету - аналогічна до пари коренів 
«півпростір -  півпростір». Друга пара частот з ’явилась вперше серед 
аналогічних задач для гідродинамічних систем. Поява другої пари частот 
обумовлена наявністю двох поверхонь, вздовж яких поширюються хвильові 
пакети: вздовж поверхні контакту -  внутрішні хвилі, а вздовж вільної 
поверхні -  поверхневі хвилі.
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Детальний аналіз першого лінійного наближення для обох пар коренів 
дисперсійного рівняння наведено в [1]. Дослідження модуляційної стійкості 
та форми хвильового пакету для першої пари частот, аналогічної до 
отриманої в попередніх дослідженнях, проведено в [2, 3]. В даній роботі ми 
досліджуємо форму хвильових пакетів на поверхні контакту та на вільній 
поверхні для другої пари частот.
Ф орма хвильових пакетів. Еволюційні рівняння для обвідних 
хвильових пакетів на поверхні контакту та на вільній поверхні мають вигляд
А , + ш'А -  0.5ш"А = а 2ІА2А ,,і ,х ,хх  5
А,0 + ш А  -  0.5ш"А°хх  = а 210 (А0 )2 А0 (2)
де А  та А0 обвідні хвильових пакетів на поверхні контакту та вільній
І 2
поверхні відповідно; І0 = ^ -1  [2]. Як і в попередніх роботах [4, 5], рівняння
ш
(2) мають розв’язки, які залежать тільки від часу
А = а ехр(/а2  а 2  ш-1 Іі), (3)
А0 = а ехр(/а2 а2 ш-110 і). (4)
Тоді, форма хвильового пакету на поверхні контакту визначається 
формулою
Л(х, і) = А соз(кх -  ш і) + аА2Л соз(2кх -  2ш і) + 0 (а 2 ) , (5)
а на вільній поверхні формулою
Л0(х,і) = А0 соз(кх-ші) + а(А0)2Л0 соз(2кх- 2ші) + 0 (а 2) , (6)
де А  та А0 визначаються за формулами (3) і (4).
Для визначення форми поверхні контакту л(х, і) важливий знак 
Л (И1, И2, Т, Т0 , р, к) = ^ 1 / ^ 2 . Якщо для першої пари частот налічувалось декілька 
областей знакостійкості Л (И1, И2, Т, Т0 , р, к) на площині (р, к) , то для другої пари
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частот завжди виконується нерівність Л(И1,И2,Т ,Т0,р,к) > 0 ,  тобто на всій 
площині поверхні контакту буде мати У -образну форму. Перші дві 
гармоніки Лі (х, і) та л 2 (х, і), а також відхилення поверхні контакту 
представлені на рис. 1 для параметрів а  = 0.1, Их = 10, к2 = 1, Т0 = 0.001, Т = 0,
і = 0, а = 0.5, р = 0.9, к = 0.32 ( Л = 1.58516).
Рис. 1 Відхилення поверхні контакту 
а) перші дві гармоніки л1( х, і) та ц2( х, і);
б) л( х, і) = л1( х, і) + а ^ 2( х, і)
Як і для поверхні контакту, форма л 0 ( х, і) визначається в залежності від 
знаку Л0 (Л1 , к2, Т, Т0 , р, к) = М 1 / М 2 . Графіки кривих М 1 = 0 та М 2  = 0 показані на 
рисунку нижче (рис. 2). Криві розбивають область (р,к) на три області 81, 82, 
83. В областях 5'1 та £3 Л 0(А1, Н2, Т , Т0, р, к) > 0, а в області 82 -
Л 0 (^ 1, ^  Т, ^ , р, к) < °.
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Рис. 2. Області знакостійкості Л0(И1,И2,Т ,Т0,р,к).
Перші дві гармоніки ^0і(х,1) та ^02(х,і), а також відхилення вільної 
поверхні представлені при значенні параметрів а  = 0.1, И1 = 10, И2 = 1, Т0 = 0.001, 
Т = 0, і = 0, а = 0.5, на рис 3. для р = 0.9, к = 0.6 ( Л = -0.65459) та на рис. 4 для 
р = 0.9, к = 0.32 ( Л = 1.58516).
Рис. 3. Відхилення вільної поверхні при Л0 < 0 а) перші дві гармоніки
0^1(X і) та ^02(X і) ; б) Л0(X, і) = Лс1(X, і) + «Л02(X, і)
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Якщо Л0 < 0 то мінімуми ^01(х, і) та ^02(х, і) співпадають, наступний 
мінімум ^02(х,і) співпадає з максимумом ^01(х,і). Тому в області 82 вільна 
поверхня має П -образну форму.
Рис. 4. Відхилення вільної поверхні при Л0  > 0 а) перші дві гармоніки
0^1( ^  1) та ^02( х, 1) ; б) Л0 ( х, 1) = Л0 1 ( ^  1) + «Л0 2 ( х, 1)
Якщо Л0  > 0 то максимуми ^01(х, і) та ^02(х, і) співпадають, а наступний
максимум ^02(х, і) співпадає з мінімумом ^01(х, і). Тому в областях 5'1 та £3 
вільна поверхня має ЦІ -образну форму.
Висновки. Для слабо нелінійної задачі про поширення хвильових 
пакетів в двошаровій рідині з вільною поверхнею проведено дослідження 
форми хвильових пакетів на поверхні контакту та на вільній поверхні для 
другої пари коренів -  частот центру хвильового пакету - дисперсійного 
рівняння. Встановлено, що на поверхні контакту хвильовий пакет матиме 
лише ЦІ -образну форму для другої пари частот.
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